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1. GİRİŞ 
 

]1,0[2L  uzayında, )(xps )4,3,2( =s  katsayıları ]1,0[1L  uzayından alınan kompleks değerli  

yxpyxpyxpyy )()()()( 432
)4( +′+′′+=l  (1)  

diferansiyel denklemi ve πt ,0≠   sabit bir kompleks parametre olmak üzere 

)0()1( )()( νν yey it=  ,      0,1,2,3ν =  (2)  

t -periodik sınır koşulları tarafından üretilen )( pLt  diferansiyel operatörünü gözönüne alalım 
(Eastham, 1973). 

Önceki klasik incelemelerden biliyoruz ki; eğer Eşitlik 1’deki )(xps  )4,3,2( =s  
katsayıları belirli bir mertebeden sürekli türevlere sahipse, )( pLt operatörünün k ’ıncı 

özdeğerleri için  )( 1−kO ’den daha yüksek mertebeden asymptotik formüller elde edildi 
(Birkhoff, 1908; Tamarkin, 1927; Naimark, 1967). Yani, özdeğerler için elde edilen 
asimptotik formüller, Eşitlik 1’deki katsayıların sürekli türevlenebilmesine bağlıdır. 

Bu makalede, Veliev’in metodu kullanılarak, )( pLt  operatörünün k .özdeğerleri için 
keyfi mertebeden asimptotik formüller elde edildi. Burada, )(xps  )4,3,2( =s  katsayıları için, 

]1,0[  kapalı aralığı üzerinde, yalnızca Lebesgue integrallenebilir olması kabul edilmiştir. 
Yani, Eşitlik 1’in katsayıları için herhangi bir sürekli türevlenebilme şartı yoktur.       

 
2. ÖZDEĞERLER İÇİN KEYFİ MERTEBE ASİMPTOTİK FORMÜLLER 

 
Eşitlik 2’de verilen sınır koşulları, πt ,0≠  ve Eşitlik 1’in 4=n  çift mertebesi için, kısıtlı 

düzgün (strongly regular) olduğundan, Nk ≥  ise )( pLt  operatörü basit (simple) özdeğerlere 

sahiptir (Naimark, 1967). Ayrıca, bu özdeğerlerin { })(tλk  dizisi, Nk ≥  için Eşitlik 3’ü 
sağlar (Veliev, 1983; Veliev, 1986). 

)()2()( 24 kOitiπktλk ++=  (3) 

Burada, Zk ∈  ve N  yeterince büyük pozitif bir tamsayıyı ifade eder: Yani; 1>>N . 
Dikkat edilirse, }:)2{( 4 Zkitiπk ∈+  sistemi }:{ )2( Zke xitiπk ∈+  özvektörlerin sistemine 
karşılık gelen )0(tL  operatörünün özdeğerleridir. )0(tL  operatörü )4(y  diferansiyel denklemi 
ve Eşitlik 2’deki sınır koşulları tarafından üretilmiştir. Eşitlik 3 kullanılarak, πt ,0≠  ve 

Nk ≥  için aşağıdaki eşitsizlikler kolayca gösterilebilir (Eşitlik 4a ve Eşitlik 4b). 

2
1

4)2()( kcitiπktλk <+− , (4a) 

4
1 ))(2()( itkkiπtλk +−− ( )33

112 22 aikπaaikπac +−−−>  (4b) 

Burada Zk ∈≠ 01 , )2( itiπka +=  ve mc  , ,...,2,1=m  gerçek değeri önemli 
olmayan, N ’den bağımsız pozitif sabitlerdir. Bu eşitsizlikler gösteriyor ki; )( pLt  
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operatörünün )(tλk  özdeğeri, )0(tL ’ın 4)2( itiπk +  özdeğerine yakın fakat, )0(tL ’ın diğer 
4

1 ))(2( itkkiπ +−  özdeğerlerinden çok uzaktır.  
Eşitlik 4a ve Eşitlik 4b’de yer alan eşitsizliklere ilave olarak, Nk ≥  için kk 31 >  

( )kkkyani 21 >−  alınacak olursa, Eşitlik 5 elde edilir. 

4
1 ))(2()( itkkiπtλk +−− 3

113 22 ikπaaikπac −−−> 4
14 kc>  (5) 

Eşitlik 4a ve Eşitlik 4b’de yer alan eşitsizliklerden faydalanarak, ilerideki hesaplamalarda 
sıkça kullanılan Eşitlik 5 ve Eşitlik 6’daki bağıntılar  kolaylıkla elde edilebilir. 

∑
≠

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+−−

+−

0:
4

1

2
1

11

ln

))(2()(

)(2

kk k k
k

O
itkkiπtλ

itkkiπ
, (6)         

                 ∑
≠

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+−−0:
224

1

4

11

1

))(2()(kk k
k

O
itkkiπtλ

k
 (7) 

 Burada, Nk ≥  ve  πt ,0≠ ’dir. Yeterince büyük k ’lar için )(, xψ tk  birim özvektörlere 
karşılık gelen )( pLt  operatörünün )(tλk  özdeğerlerine asimptotik formülleri, Eşitlik 8’deki 
bağıntı kullanılarak elde edilebilir. 

)),(())2()(( )2(
,

4 xtiiπk
tkk exψitiπktλ ++−         

),)()()()()()(( )2(
,4,3,2

xtiiπk
tktktk exψxpxψxpxψxp ++′+′′=  (8) 

Burada, .),(. , ]1,0[2L  uzayındaki iç çarpımı ifade eder. Bu eşitlik 

 )()()()()()()()()( ,,4,3,2
)4(

, xψtλxψxpxψxpxψxpxψ tkktktktktk =+′+′′+  

eşitliğinin her iki tarafının xitiπke )2( +−  ile çarpılmasıyla bulunan ifadenin, ]1,0[  üzerinden 
kısmi integrasyonuyla elde edilir.  

Lemma 2.1. Nk ≥ , πt ,0≠  ve ]1,0[)(),(),( 1432 Lxpxpxp ∈  olmak üzere, Eşitlik 8’in 
sağındaki ifade Eşitlik 9’u sağlar. 

( )xtiiπk
tktktk exψxpxψxpxψxp )2(

,4,3,2 ,)()()()()()( ++′+′′  

( )+′′= ∑
∞

−∞=

+−

1

1

1

))(2(
,,2 ),(

k

xtikkiπ
tkk exψp ( )+′∑

∞

−∞=

+−

1

1

1

))(2(
,,3 ),(

k

xtikkiπ
tkk exψp  

( )∑
∞

−∞=

+−

1

1

1

))(2(
,,4 ),(

k

xtikkiπ
tkk exψp  (9)   

Burada, )),(( 2
,

xkπi
sks expp = , 4,3,2=s . Ayrıca 
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( ) ,,)()()()()()( 2
5

)2(
,4,3,2 kcexψxpxψxpxψxp xtiiπn
tktktk <+′+′′ +      .Zn∈∀  (10)  

İspat. Lemma’nın ispatı, eğer ]1,0[)(),(),( 2432 Lxpxpxp ∈  ise aşikardır. ),(),( 32 xpxp  
]1,0[)( 14 Lxp ∈  ise ispat Veliev’in makalesindeki ispata benzerdir (Veliev vd., 2002). 

]1,0[)()()()()()( 1,4,3,2 Lxψxpxψxpxψxp tktktk ∈+′+′′  olduğundan, Eşitlik 8’in sağındaki ifade 
sonludur.  

( ) 0,)()()()()()( ))(2(
,4,3,2

1 →+′+′′ +− xtikkiπ
tktktk exψxpxψxpxψxp , ∞→1k  (11) 

Böylece, 

( )xtikkiπ
tktktkZk

exψxpxψxpxψxp ))(2(
,4,3,2

1

1

,)()()()()()(max +−

∈
+′+′′  

= ( ) )(,)()()()()()( )2(
,4,3,2

0 kCexψxpxψxpxψxp xtiiπk
tktktk =+′+′′ +  (12) 

olacak şekilde bir )(kC  pozitif sabiti ve 0k  tamsayısı vardır. Buradan, Eşitlik 8  kullanılarak, 

( )
4

1

))(2(
,

))(2()(
)(),( 1

itkkiπtλ
kCexψ

k

xtikkiπ
tk

+−−
≤+−  (13)  

eşitsizliği elde edilir. Eşitlik 13 ve Eşitlik 5 kullanılarak Eşitlik 14 bulunur. 

( ) ∑∑
>>

+− <≤
21211

1

3
3
2

7
4

1

6

3:

))(2(
,

)(
),(

kkkkk

xtikkiπ
tk k

c

k

kCc
exψ

 (14) 

Burada, kk >2  ve kkk 33 21 >>  (yani, kkk 21 >− ) şeklindedir. Bu son eşitsizlikten, 
)(, xψ tk  fonksiyonunun }:{ 1

))(2( 1 Zke xitkkiπ ∈+−
 bazı tarafından üretilen aşağıdaki formda bir 

toplamı elde edilir (Eşitlik 15). 

( ) )(),()( 0
))(2(

3:

))(2(
,,

1

211

1 xgeexψxψ xitkkiπ

kkk

xtikkiπ
tktk += +−

≤

+−∑  (15) 

Burada, 3
2

7
0

]1,0[
)(sup

k
c

xg
x

<
∈

 olduğu Eşitlik 14’ten görülür. Şimdi )(, xψ tk′ ’nin de benzer bir 

forma sahip olduğunu gösterelim. Eşitlik 13 eşitsizliğinin her iki yanı itkkiπ +− )(2 1  ile 
çarpıldıktan sonra, kısmi integrasyon ve Eşitlik 2 sınır koşulları kullanılarak Eşitlik 16’daki 
eşitsizlik elde edilir. 

( )
4

1

1))(2(
,

))(2()(

)()(2  
),( 1

itkkiπtλ

kCitkkiπ
exψ

k

xtikkiπ
tk

+−−

+−
≤′ +−  (16) 
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Eşitlik 5 ve Eşitlik 15’in ispatıyla benzer tartışma göz önüne alınırsa, )(, xψ tk′  

fonksiyonunun }:{ 1
))(2( 1 Zke xitkkiπ ∈+−

 bazı tarafından üretilen aşağıdaki formu elde edilir 
(Eşitlik 17). 

( ) )(),()( 1
))(2(

3:

))(2(
,,

1

211

1 xgeexψxψ xitkkiπ

kkk

xtikkiπ
tktk +′=′ +−

≤

+−∑  (17) 

Burada, 
2
2

7
1

]1,0[
)(sup

k
c

xg
x

<
∈  şeklindedir. Benzer tartışmayla 

( ) )(),()( 2
))(2(

3:

))(2(
,,

1

211

1 xgeexψxψ xitkkiπ

kkk

xtikkiπ
tktk +′′=′′ +−

≤

+−∑  (18) 

olduğu görülür. Burada, 2

7
2

]1,0[
)(sup

k
c

xg
x

<
∈  şeklindedir. Elde edilen bu toplamlar 

( )xtiiπk
tktktk exψxpxψxpxψxp )2(
,4,3,2 ,)()()()()()( ++′+′′  iç çarpımında yerine konulur ve 

∞→2k  için limit alınırsa Eşitlik 9 ispatlanmış olur. 
Şimdi Eşitlik 10 ifadesini ispatlayalım. Eşitlik 12’deki C(k) eşitliği, Eşitlik 9 ve kısmi 

integrasyon kullanılarak aşağıdaki form elde edilir. 

( )xtiiπk
tktktk exψxpxψxpxψxpkC )2(
,4,3,2

0,)()()()()()()( ++′+′′=  

( )∑
∞

−∞=

+−
−=

1

10

10

))(2(
, ),(

k

xtikkiπ
tkkk exψη  (19) 

Burada, ( )
11110 ,410,3

2
10,2 ])(2[])(2[ kkkkk pitkkiπpitkkiπpη ++−++−=− ’dır.  

Eşitlik 19’daki ( )xtiiπk
tk exψ )2(

, ),( +  ifadesini içeren terim ayrılır (yani; kkk =− 10  için) ve 
Eşitlik 8 kullanılırsa, Eşitlik 20 elde edilir. 

( )
∑

≠−

+−
−

+−−

+′+′′
=

kkkk k

xtikki
tktktkkk

itkkit
exxpxxpxxp

kC
101

10

10

:
4

10

))(2(
,4,3,2

))(2()(
,)()()()()()(

)(
πλ

ψψψη π

  

( )( )xtiiπk
tkkkkkkk exψpitiπkpitiπkp )2(
,,4,3

2
,2 ),(]2[]2[

000

+
−−− +++++  

∑
≠−

−
+

+−−
≤

kkkk k

kk
kc

itkkiπtλ

kCη

101

10

:

2
84

10 ))(2()(

)(
 (20) 
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Burada, 
( )( )xtiiπk

tkkkkkkk exψpitiπkpitiπkp )2(
,,4,3

2
,2 ),(]2[]2[

000

+
−−− ++++ 2

8 kc< ’dır. 
Böylece, Eşitlik 6 kullanılarak 

∑
≠−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+−−kkkk k

kk

k
k

O
itkkit101

10

:
4

10

ln
))(2()( πλ

η
 (21) 

olduğu kolayca görülebilir. Sonuç olarak; Eşitlik 20 ve Eşitlik 21’den 2
82

)()( kckCkC +<  

bağıntısı elde edilir. Böylece, 
2

5)( kckC <  olacak şekilde pozitif ve k ’dan bağımsız 5c  
sabiti vardır. Bu sonuç Lemma’nın ispatını tamamlar.  

Eşitlik 8 ve Eşitlik 9’dan, kısmi integrasyon  kullanılarak aşağıdaki form elde edilir. 

( )( ) ( )∑
∞

−∞=

+−
−

+ =+−
1

1

1

))(2(
,

)2(
,

4 ),(),()2()(
k

xtikki
tkkk

xtiik
tkk exexitikt ππ ψηψπλ  (22) 

Burada, ( )
1111 ,41,3

2
1,2 ])(2[])(2[ kkkkk pitkkiπpitkkiπpη ++−++−=− . Şimdi Eşitlik 22’nin 

sağ tarafındaki, ( )xtiiπk
tk exψ )2(
, ),( +  ifadesini içeren terim ayırılır (yani; 01 =k  için) ve 

( )xtikkiπ
tk exψ ))(2(
,

1),( +−  ifadesi için  Eşitlik 8 kullanılırsa, Eşitlik 23 elde edilir. 

( )( ) ( )xtiik
tkk

xtiik
tkk exexitikt )2(

,0
)2(

,
4 ),(),()2()( +

−
+ =+− ππ ψηψπλ   

( )
∑

≠

+−
−

+−−

+′+′′

0:
4

1

))(2(
,4,3,2

11

1

1

))(2()(

,)()()()()()(

kk k

xtikki
tktktkkk

itkkit

exxpxxpxxp

πλ

ψψψη π

 (23) 

Eşitlik 23’te, Eşitlik 9 k2 indeksine göre göz önüne alınırsa 

( )( ) ( )xtiik
tkk

xtiik
tkk exexitikt )2(

,0
)2(

,
4 ),(),()2()( +

−
+ =+− ππ ψηψπλ  

( )
∑

≠

+−−
−−−

+−−
+

0:,
4

1

))(2(
,

121

21

211

))(2()(

,)(

kkk k

xtikkkiπ
tkkkkkk

itkkiπtλ

exψηη
 (24) 

elde edilir. Burada 

( )0,40,3
2

0,20 ]2[]2[ pitiπkpitiπkpηk ++++=−                                

( )
22221 ,421,3

2
21,2 ])(2[])(2[ kkkkkk pitkkkipitkkkip ++−−++−−=−− ππη  (25) 

Benzer şekilde Eşitlik 24’ün sağ tarafındaki, z ifadesini içeren terim ayırılır (yani; 

021 =+ kk  için) ve  021 ≠+ kk  için ( )xtikkkiπ
tk exψ ))(2(
,

21),( +−−

 ifadesi yerine Eşitlik 8 
kullanılırsa 
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 (26)    

eşitliği elde edilir. Burada, )),(( 2
,

xπki
sks expp −

− = , 4,3,2=s  için Fourier katsayılarını ifade 
eder. Bu işlemler sırasıyla m  kez tekrar edilirse, aşağıdaki bağıntı elde edilir. 
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ve  01 ≠k   ;   
∑
=

≠
l

1
0

j
jk

,   .,,2,1 mKl =∀  
 
Eşitlik 25 kullanılarak 

itkkkiπcη skkk s
+−−−<−−− )(2 191

LL   ;   lK,,2,1=s  (29)  

ve ))(( tλa kl ’nın genel teriminin payındaki diğer çarpan için  

2
10,4,3

2
,2 111

]2[]2[ kcpitiπkpitiπkp kkkkkk <++++ −−−−−− lll LLL   (30) 

olduğu açıkça görülür. Buradan, Eşitlik 10, Eşitlik 29, Eşitlik 30 eşitsizlikleri ve Eşitlik 6 
bağıntısı kullanılarak 
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eşitliklerinin doğruluğunu göstermek zor değildir. Eşitlik 27 ve Eşitlik 31 formülleri göz 
önüne alındığında  aşağıdaki teorem elede edilir. 

Teorem 2.2.  )( pLt  operatörünün )(tλk  özdeğerleri aşağıdaki formülü sağlar. 

⎟
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4   ;  K,2,1=∀m  (32) 

Burada, πt ,0≠  ve  01 =F , ( )10
4)2( −− +++= lll FηitiπkAF k ; Kl ,3,2=∀ . 

İspat. Eşitlik 8, Eşitlik 10 ve Eşitlik 7 göz önüne alınacak olursa, 
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Böylece, }:{ )2( Zke xitiπk ∈+
 bazı tarafından üretilen, )(, xψ tk  birim özvektör aşağıdaki 

şekilde ifade edilebilir. 
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Eşitlik 27’nin her iki yanı ( )xtiiπk
tk exψ )2(

, ),( +  ile bölünür ve Eşitlik 31 kullanılırsa 
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bulunur. Özel olarak 1=m  için Eşitlik 32’nin sağlandığı görülür. Şimdi Eşitlik 32’nin 
sağlandığını m  üzerinden tümevarımla gösterelim: Kabul edelim ki Eşitlik 32 formülü 

1−= jm  için sağlasın, yani 
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olsun. )(tλk ’nin bu değeri Eşitlik 36  formülünde, jm =  için, ))(( tλA kj ’de yerine 

konulacak olursa, )(tλk  aşağıdaki formda elde edilir. 
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Son olarak Eşitlik 28’deki ))(( tλa kl  formu gözönüne alınırsa; Eşitlik 29, Eşitlik 30 ve 
Eşitlik 6 kullanılarak Eşitlik 39’daki bağıntı elde edilir. 
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Son iki formül Eşitlik 38 ve Eşitlik 39, jm =  için, Eşitlik 32 formülünü ispatlar. 
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