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BiR YUZEYI GOZENEKLI SILINDIRIK KANALDA AKIS VE SICAKLIK
DAGILIMININ NAVIER-STOKES DENKLEMLERI KULLANILARAK
BELIRLENMESI

(FLUID FLOW THROUGH A POROUS SURFACE INTO CURVED CHANNEL)
Serhan KUCUKA*
OZET/ABSTRACT

Bir ylizeyi gozenekli egrisel kanalda akis denklemleri, Navier-Stokes bagintilar
kullanilarak yazilmis ve uygun akim fonksiyonunun tanimi yapilarak, akisin tek boyutlu
diferansiyel denklemi elde edilmistir. Diferansiyel denklemin kii¢iik mertebeli terimleri ihmal
edilerek, kanal i¢indeki hiz dagilimi1 ve 1s1 transfer katsayisinin, kanalin egriligi ve Reynolds
sayisina bagli degisimini veren bir baginti tiiretilmistir. Ayn1 zamanda akis ve sicaklik
dagilimi denklemlerinin Runga-Kutta yontemi kullanilarak sayisal ¢oziimii yapilmis ve
sonuclar karsilastirilarak yapilan analizin gecerli oldugu gosterilmistir.

A numerical approach is constructed and applied for Navier-Sokes equations in a curved
channel of which one surface is porous. By defining stream function, the differential flow
equation is transformed into one-dimensional form. It has been done magnitude analysis to
obtain a relation for heat transfer coefficient depends on curvature and Reynolds number.
Coefficients of this relation obtained from numerical solutions by using Runga-Kutta method.

ANAHTAR KELIMELER / KEY WORDS

Silindirik kanal, Hiemenz akisi, kanat sogutulmasi, Navier-Stokes denklemleri, gozenekli
yuzey
Curved channel, Hiemenz flow, blade cooling, Navier-Stokes equation, porous surface

*DEU Miihendislik Fakiiltesi Makina Miihendisligi Boliimii Bornova/IZMiR



Sayfa No: 184 S. KUCUKA

1. GIRIS

Gaz tilirbini ¢evrimlerinde, yanma gazlarinin tiirbine giris sicakliginin artmasi, ¢evrim
verimini arttirmaktadir. Yiiksek girig sicakliklarinda, kanatlarin i¢ yilizeylerinde carpan hava
jetleri yardimu ile sogutma yapilarak, kanat sicakliginin asirt artmast dnlenmektedir. Sogutma
yapilacak ylizeye yonlendirilen jet akisi, cogu uygulamada kanadin kuyruk kismindan dogru
uzaklagarak yanma gazlarina karisir (Sekil-1). Carpan jetler yardimi ile olan 1s1 gegisi
literatiirde genis sekilde incelenmistir. Ancak carpma yiizeyinin egriliginin 1s1 gecisine
etkisini inceleyen c¢aligsmalar sinirli sayidadir. Hrycak (1981), kanal etkisi olmayan serbest
dairesel jet akisinda, silindirik i¢cbiikey bir yiizeydeki 1s1 gecisini deneysel olarak incelemistir.
Bu ¢alismada, carpma yiizeyinin egriliginin 1s1 gecisine ancak sinirli dlgiide etki ettigi
gbzlenmistir. Yapilan diger bir deneysel calismada, i¢ biikey kanalda dairesel ve iki boyutlu
jetlerin etkisi ile olan 1s1 gegisi belirlenmistir (Metzger vd..., 1969). Egrisel bir kanalda iki
boyutlu carpan jet akisinin incelendigi bagka bir ¢alisma ise daha yakin tarihlidir (Kayansayan
vd..., 1999). Bu calismada farkli genislik, yiikseklik ve egrilikteki kanallarda ¢arpan jet 1s1
gecis katsayist SIMPLER algoritmas: kullanilarak hazirlanan bir bilgisayar programi ile
sayisal olarak hesaplanmis ve sonuglar yapilan deneysel ¢caligmalarla karsilastirilmistir.

Debruge vd... (1972) ise bir yiizeyi gozenekli ve bu yilizeyden kanalin i¢ine dogru
homojen bir akis olan iki boyutlu bir kanalda, carpma yiizeyindeki 1s1 ge¢is katsayisinin
hesaplanmas1 i¢in parametrik bir bagint1 tiiretmislerdir. Akim fonksiyonu tanimlanarak,
Navier-Stokes esitlikleri bir boyutlu hale getirilmis ve elde edilen diferansiyel denklem
Runga-Kutta yontemi ile sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Akis denklemlerinin sayisal olarak
¢oziilmesi ile 1s1 gecis katsayilar1 da hesaplanmistir.

Bu calismada, bir yiizeyi gézenekli iki boyutlu egri kanalda, ¢arpma yiizeyindeki 1s1 gecis
katsayisinin kanalin egriligi ile degisimi aragtirilmistir. Silindirik koordinatlarda akim
fonksiyonu tanimi yapilarak Navier-Stokes denklemlerinden bir boyutlu adi diferansiyel
denklem elde edilmistir. Denklemin sayisal ¢oziimii yapilarak 1s1 gegis katsayisinin kanalin
egriligine ve Reynolds sayisina gore degisimini veren bir baginti tiiretilmistir.

Sekil 1. Tiirbin kanadi etrafinda gaz akisi
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2. AKISIN MODELLENMESI

Tiirbin kanadi, bir yiizeyi gozenekli iki boyutlu egri bir kanal olarak modellenmistir
(Sekil-2). Kanalin egriligi, kanalin yiiksekliginin i¢ yiizeyin yaricapina orani olarak
tanimlanmis ve { = H / r; seklinde gosterilmistir.

Sekil 2. Egri kanalin sematik gosterimi

Hava gozenekli ylizey boyunca sabit radyal hizla iiflenmekte ve c¢ikis ylizeyinden
uzaklagmaktadir. Akis radyal ve agisal yonde olmak iizere iki boyutludur. Akiskan
sikistirllamaz akiskan olup, diger termo-fiziksel 6zellikleri sabit alinmistir. Viskoz is yok
sayllmistir. Bu sartlar altinda akis denklemleri yazilarak yari-analitik sonuclar elde edilmistir.
Model ayn1 zamanda Runga-Kutta yontemi ile sayisal olarak ta ¢oziilmiis ve sonuglar analitik
ifadeler ile karsilastirilmistir.

2.1. Matematik Model

Sikistirilamaz akiskanlar i¢in radyal ve agisal yonlerdeki momentum denklemleri sirasi ile

a ré0 r  pa plalra r2 00> r*do (1)
ve
N VAN uv 1P uld(l1so 1 2°v 2 A
U—+——+—=———+—| —| ——(IV) |+ — +—— 2
a ré0 r  pdd plalra 280> 120 ()

seklindedir. Akim fonksiyonu Debruge ve Han (1972) tarafindan diiz gézenekli kanallar i¢in
tanimlanana benzer sekilde
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w = U,He (17) 3)

seklinde tanimlanmistir. Burada uy, gézenekli yiizeyden kanala radyal yondeki iifleme hizidir.
Buradan, radyal ve agisal hizlar sirasiyla asagidaki gibi yazilirlar:

1oy _
u_rép_uof(n)/n 4)
V=—0y /& =-u,&'(n) (5)

Bu esitliklerde boyutsuz yaricap n = r / H olarak tanimlanur.
Tanimlanan yaricap ve hizlar kullanilarak (1) ve (2) radyal ve agisal momentum
denklemlerinden sirasi ile asagidaki ifadeler elde edilir:

1 & 1 Lo 07 pny, L1 T,
o= (e e ) (S T ) ©
%~
12 LP -t lane Leproraliy ™
pue 6 50 n Re g

Denklem (7)’nin 0’ya gore integrali alinarak, asagidaki ifade yazilir:

1
,Ouzo

02 " r2 l ' l " " 1 '
P=—oiI (ff"—f""+—ff")Y+—(—pf "= f"+=1") | +h(n) (8)
2 n Re n

Bu ifadede, h(n), n’nin keyfi fonksiyonudur.

Denklem (8)’in n’ya gore tiirevinin alinmasi ile asagidaki baginti elde edilir:

+1ff”)+i(—77f“’—2f”'+lf”—izf’)}h’(q) ©)
n Re non

1 P &
ﬂJzoé)ﬂ 2

i — gl
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Denklem (6) ve (9)’un 6zdes olabilmesi i¢in, sag taraflarindaki 0 teriminin katsayilari esit
olmak zorundadir. Bu katsayilarin esitliginden akis i¢in asagidaki diferansiyel denklem elde
edilir.

oL Lleagl
n n n

ff”_i_L(_nflV _me_{_lf”_izfr):o (10)
Re n n



Fen ve Miihendislik Dergisi Cilt:2Say1: 1 Sayfa No: 187

Sinir Sartlari:
n=n1 (m=ri/H) i¢inu=uy; v=0 ve f(n)=n=r/H; f(n)=0
n=n2 (n=r/H=1+1n,) igin u=v=0ve f(n)=0; f'(n)=0

olarak yazilir.

2.2 Basin¢ Denklemi

Denklem (8)’in yeniden diizenlenmesi ile, basing denklemi

2

2

PU 0

P:02|:(ffn_ f!Z +%ff I)+Rle(_77f m_ f”+%f'):| +2h(n) (11)

sekline gelir. Denklem (6) ve (9)’un sag taraflari esitlenerek, keyfi h(n) fonksiyonunun tiirevi
asagidaki gibi bulunur.

1 1 11 1
h(p=—f>-—ff'+ —(—f'+—f" 12
) e 2 Re(n2 ” ) (12)

Denklem (11) ve (12) sayisal olarak ¢oziilerek basing dagilimi elde edilir.

2.3 Enerji Denklemi

Sikistirilamaz akigkanlar i¢in viskoz isin yok sayilmasi durumunda enerji denklemi

g ver  k T 1T 1 0°T

U—+-—=——"(F+-—+5—
a radl pc, a ra r- a0

) (13)

seklinde yazilir. Boyutsuz degiskenlerin kullanilmasi halinde, enerji denklemi asagidaki
boyutsuz denkleme doniisiir:

u*é(DT+V_*0'(9T 1 %0

Ll 1%,
on n 60 RePr on° n ?

T, 2 2% 14
on n* 9o (14

Enerji denkleminde kullanilan boyutsuz degiskenler asagida tanimlanmustir:

® T-T, . u
= ) u =

! Tw,o - To Uy
Burada T, kanala iiflenen havanin, Ty, ise ¢arpma yiizeyinin simetri eksenindeki
sicakligidir. Smir Sartlar1 Debruge ve Han (1972) tarafindan tanimlanan probleme benzer

sekilde asagidaki gibi yazilabilir:

£

Vv
LV =—
uO

n=mn i¢in, Or=0
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N =1z i¢in Oryw =2 Cp0™

Bu durumda, kanal i¢inde akiskan sicakliginin agagidaki gibi degistigi ongoriilmektedir.

Or= ;Cmemﬁn(’?) (15)
ve

Orm= Cr" ¢ () (16)

Enerji denklemi (14) her m degeri icin ayr1 ayri gegerlidir. Denklem (4) ve (5) ile
tanimlanan hizlarin yerine konulmasi ile denklem (14)’ ten agagidaki ifade elde edilir.

b

1 1 1 1 1
= fgy, ——fg,, ———(n, + —dr,) — —mm-1D87¢, =0 17
” P ” n ~Ropr Om 77¢m) Repmzm( )04, (17)

n=mn icin, ¢, =0
n=nmn i¢in, ¢yp=1
3. YUKSEK REYNOLDS SAYILARINDA CARPMA YUZEYI YAKININDA AKIS

Yiiksek Reynolds sayilarinda, radyal hizin iifleme yiizeyinden ¢arpma yiizeyi yakinina
kadar yaklagik sabit kalmasi ve sonra azalarak sifira diigmesi beklenir. Acisal hiz ise en biiyiik
degerine carpma ylizeyi yakininda ulasir. Boylece, f ve f* fonksiyonlarinin kanal i¢indeki
degisimi sekil-3 te gosterildigi gibi olur.

I
‘N 1
2, f f c:s

(&)

: =
= 5
:D 4 O

|
1 2 ¢ h

Sekil 3. f ve f* niin kanal i¢indeki degisimi

Carpma yiizeyindeki sinir sartlari ise

n=n, icin, f(M)=0 ve f (M)=0 (18)
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seklinde yazilir. Diger yandan, 1 © nin tanimi kullanilarak

£ (Me) = £ max (19)

Ve

£ m)=0 (20)

yazilir. Boylece, 1, <1 <1, araliginda, f, f and f ~ degerleri bu bolgenin genisligi ve kendi
tiirevlerinin carpimi ile orantili bir biiyiikliiktedirler.

focex ' (21)
flacex " (22)
f”(x:gxfﬁl (23)

Bu sekilde, yine bu bolgede gegerli olmak iizere
[ <t <[fri<]fr] (24)

yazilir. Bu terimler denklem (10)’da yerine konulur ve €’nin yiiksek mertebeli terimleri ihmal
edilerek, asagidaki basitlestirilmis ifade elde edilir:

gt +2f" —Re(ff"— ") =0 (25)

Bu denklemin integrali alinir ve &’nin yiiksek mertebeli terimleri birkez daha ihmal
edilerek C integral sabiti olmak iizere asagidaki hale doniisir:

nf " —Re(ff"—f7)=C (26)

Diger yandan, carpma bolgesinde f* niin ortalama degeri igin

‘o f(n)-1f(n,) n
=M H

f 27)
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yazilr ve f, f ,and f  niin ortalama degerleri denklem (21), (22), and (23) kullamlarak
hesaplanir. Kanalin egriligi & =H/r; seklinde tanimlanir ve bulunan degerler denklem (26) da
yerine konularak c¢arpma bolgesinin genisligi Reynolds sayist ve egrilige bagli olarak
asagidaki sekilde ifade edilir:

e @)
yiiksek Reynolds sayilar1 igin
1
£ o ;j (29)

Denklem (10) £=0.1 ve Re=100 i¢in Runga-Kutta yontemi ile sayisal olarak ¢oziilmiis ve
sonuclar denklem (21), (22), (23), (27) ve (29)’de Ongoriillen mertebelerle karsilagtirilarak,
uyumlu oldugu goriilmiistiir (Cizelge-1).

Cizelge 1. f, £, f°, 7" ve € terimlerinin ¢arpma bolgesindeki mutlak ortalama degerleri ve beklenen

mertebeleri
Terim | Sayisal Degeri1 Beklenen Mertebe’
le| 0.20 0.105
If] 1.18 1.05
|f | 7.85 10
igd 121.3 95.2
£ 1287.0 907.0

!: Denklem (10)’un say1sal ¢éziimiinden elde edilen carpma bélgesindeki ortalama deger,
2 Denklem (21, 22, 23, 27 ve 29)’un ¢dziimiinden elde edilen mertebeler.

3.1. Kayma Gerilmesi

Agisal yondeki kayma gerilmesi

r=-p (30)

seklindedir. Yiksek Reynolds sayilarinda, boyutsuz terimlerin kullanilmasi ve
sadelestirmelerin yapilmasi ile
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1 0
2 tw

PUg é\/R_e

ifadesi elde edilir.

1+8) 31)

3.2. Is1 Geg¢is Katsayisi

Kiigiik Prandtl sayis1 ve yiiksek Reynolds sayilarinda akiskan sicakligi carpma yiizeyi
yakinlarina kadar iifleme sicakligi olarak sabit kalir. Boylece, boyutsuz sicaklik faktorii ve
tiirevinin degeri n = n. noktasinda sifira esittir.

P,
n=n. ¢m=0 ve ﬂ_ﬂ =0 (32)

Carpma yiizeyinde sicaklik faktoriiniin 1 oldugu dikkate alinarak, m. <mn <1 araliginda,

D g (33)
an
%~
P
< (34)

yazilir. Carpma yiizeyindeki 1s1 akisi ise her m degeri igin

o, K o, .
= k| —m =——(T,, -T : 35
A [ dj (T ){ p j (35)
veya
qm = hm(TO _Tw,m): _hm(TWO _TO )®T,W,m (36)

seklinde ifade edilir. Her m degeri i¢in Nusselt boyutsuz 1s1 gecis katsayisi

Nu_ =" (37)

olarak tanimlanir ve
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1 @T,m é’¢m
Nu,, = o 2 pmy = 0,)—77 s (38)

T.m

bagintis1 kullanilarak elde edilir. Boylece, boyutsuz 1s1 gecis katsayisi, Ct sabit olmak iizere

Re
Nu=C; I+ & (39)
seklinde yazilir.

4. SAYISAL SONUCLAR

4. mertebeden Runga-Kutta yontemi kullanilarak denklem (10)’un sayisal ¢oziimleri
yapilmis ve kanal icinde hiz dagilimlari elde edilmistir. Daha sonra elde edilen hiz
fonksiyonlar1 denklem (17)’de yerine konularak sicaklik dagilimi elde edilmistir. Sayisal
¢cOziimlere c¢arpma yiizeyinden baslanarak iifleme ylizeyine dogru gidilmistir. Denklem
(10)’un Runga-Kutta yontemiyle ¢oziilebilmesi igin, f, °, f, and **’ terimlerinin ¢arpma
ylzeyindeki degerleri bilinmelidir. f ve f* sinir kosullarindan bilinmekle birlikte, £ ve £’
degerleri baslangicta belli degildir. Problemin ¢6ziimii icin, > ve £’ degerleri ¢dziimiin
baslangicinda dngoriilmektedir. Coziim iifleme yiizeyine kadar ilerletildigi zaman, f ve f* niin
iifleme ylizeyinde olmasi1 gereken degerlerine ulagmak icin, f° ve f’° degerleri Newton-
Rapson yoOntemine gore iterasyon yapilarak tekrar hesaplanmakta ve ¢dziime yeniden
baslanmaktadir. Fakat bu yontem kullanilarak dogru degerlere ulasmak olduk¢a zordur.
Ciinki diger terimlerin degerleri f’ ve f*°’ niin baslangic degerleriyle hizla degismektedirler.
Bu nedenle en ¢ok Reynolds sayist 100 iken sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Sayisal
¢Oziimlerde, carpma ylizeyi yakinlarinda AH artis1 kanal yiiksekliginin 0.001’ine esit alinmis
ve toplam 200 adim kullanilmistir. Cizelge-2 de f° ve £’ niin ¢arpma yiizeyindeki bazi
degerleri verilmistir.

Sayisal ¢oziimler yapilarak bulunan sonuglar sekillerde gosterilmistir. Radyal ve acisal
yondeki hizlarin kanal kesiti boyunca dagilimlar1 gésterilmistir (Sekil 4 ve 5). Ufleme hizinin
sifir alinmas1 (Re=0), egrisel kanalda tam gelismis laminer akis durumuna karsilik
gelmektedir. Bu durumdaki hiz dagilimi sekil (6) de gosterilmektedir.

Kanal i¢indeki radyal yonde basing dagilimi ise sekil (7)’de verilmistir. Hizin
yavaglamasindan dolayi1 statik basing artmakta, ancak viskozite kayiplari nedeniyle iifleme
ylizeyindeki dinamik basingtan kiigiik kalmaktadir. Kanal i¢indeki sicaklik dagilimi ise,
carpma ylizeyinde kabuledilen sicaklik profiline bagl olarak, egriligin iki durumu i¢in sekil
(8) ve (9) da gosterilmistir. Sekil (8) da, egriligin kii¢iik oldugu hemen hemen diiz bir
kanalda, kanal yiizeyinden igeri iifleme olmadigi zaman sicaklik profilinin beklenildigi gibi
dogrusal oldugu goriilmektedir.

Cizelge2. £’ ve f°” niin ¢arpma ylizeyindeki degerleri.

Re 3 f’ >
40 0.1 161.75 1032.65
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40 0.5 26.007 133.37
40 1 10.877 45.94
100 0.1 242.65 2387.4
100 0.5 38.30 304.48
100 1 15.75 103.53

5. SONUC

Hiz ve sicaklik denklemlerinin Prandtl sayis1 0.7 i¢in, Reynolds sayis1 10 ve 100 arasinda
ve egrilik 0.1 ile 1 arasinda degistirilerek sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Sicaklik
dagilimindan elde edilen sayisal sonuglar kullanilarak denklem (39) da verilen boyutsuz 1s1
gecis bagintisinin katsayilart hesaplanmistir. Buna gore, sayisal c¢oziimlerin elde edildigi
aralikta, %5 hata ile, boyutsuz 1s1 gecis katsayis1t m=0 i¢in

Nu = 0.62 | -R¢
1+¢&
(40)
ve m=1 i¢in
Nu = 0.89 |-R¢
1+¢&
(41)

olarak belirlenmistir (Sekil-10).

Kullanilan yari-analitik yontem ile, akis ve 1s1 gegisi i¢in parametrik ¢oziimler elde
edilmistir.  Benzer yontem, akis denklemlerinin tek boyuta indirgenebildigi diger akis
problemlerine de uygulanabilir.
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Sekil 4. Radyal yondeki hizin kanal kesiti boyunca degisimi
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Sekil 5. Tegetsel yondeki hizin kanal kesiti boyunca degisimi
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Sekil 6. Ufleme olmadig1 zaman kanal iginde hiz dagilim
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Sekil .9. (Kanal i¢inde sicaklik dagilimi (§=1.0)
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10.00

— m=o 3

0.00 1 1 I I i 1 I I U ' 1 T 1 ] 1 1 1

Sekil 10. Boyutsuz 1s1 gegis katsayisinin Reynolds sayis1 ve egrilik ile degisimi

Gosterimler
C : Muhtelif denklemlerde keyfi sabit
f : Akim fonksiyonunun n’nin fonksiyonu olan bileseni
h :Keyfin fonksiyonu; 1s1 taginim katsayisi, W/m”-K
H :Kanal yiiksekligi, m
k :Istiletim katsayisi, W/m-K

Nu : Nusselt sayis1, hH/k

P :Basing, Pa

Pr : Prandtl sayist

r : Egrilik merkezinden baslayan radyal koordinat, m
Re : Reynolds sayis1, pugH/p

T : Sicaklik, K

u : Radyal yonde hiz bileseni

v : Acisal yonde hiz bileseni
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Yunan harfleri

: Agisal hizin maksimum oldugu nokta ile carpma yiizeyi arasindaki mesafe

: Radyal yondeki sicaklik fonksiyonu

: Agisal koordinat, radyan

€
¢
n : Boyutsuz radyal koordinat, r/H
0
p : Dinamik viskozite, kg/m.s

p

: Yogunluk, kg/m’

a

: Kayma gerilmesi, N/m’

¢ :Kanaln egriligi, H/r,

v : Akim fonksiyonu

® : Boyutsuz sicaklik, (T-T¢)/(Tw,0 — To)

Alt indisler

0 : Ufleme havasi
T : Sicaklik
w : Carpma ylizeyi

w,0 : Carpma ylizeyi simetri ekseni



